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|.4. Determinantes
1.4.1. Definicion

Definicion: Se llama determinante a una aplicacion que a cada matriz cuadrada A,, = [a,-,-] le asocia un
escalar que se llama determinante (de orden n) de la matriz A:

det: M,,(K) > K
A - det(A)

de modo que el determinante de toda matriz existe y es unico, y ademas Vi,j € K cumple:
1. det[a'i'--- a’i+ad'’; ---a';j] = det[a'f = g ---d,‘;] + det[df sl 5t ---a";;]
2. det[d{ - kdj --dy|=k-det[d{- di --dg]
3. detlai-- (i*=u)--(j*=u) --ag]=0(oseadj=a; = det(Ad)=0)
4. det(l,)) =1
Propiedades:
~det[af--- (I?=u)---(2=v) --af]=—det[d, ((*=0v)--(%=u) --af]
s det[d - (j*=0) --dg]=0
- detfaf - (j*= En:,’kndﬁ) dg] =0, kn€K
- det[a”{--- (i* = df + Xpej knCdp) ---a’,c,] = det[a"’{--- d; ---a’,‘;]

Nota: Todas las propiedades de los determinantes que se refieren a sus columnas son también validas
para las filas.



Ay vt Qun
El determinante se denota por det(A) , |A|, A4 © '

Qn1 *° Qpn

Nota: En la definicion anterior se pueden sustituir las columnas “a; por las filas Ia;

Propiedades:

a)det[¢d, - ((*=w)(*=7v) - d,]=—det[G - (*=7V)(*=1u) --Cdy,]
b)det[¢d, - (j4=0) -%dy|=0

c)det[ Ay (j® = ThejAndp) - dy] =0, A €K

d) det[Cdl (]-a = Cdj + Eh:j /lhcdh) Cdn] = det[a, - C(l’j Cdu]

Por tanto se cumple:

1. Si a una columna de A se le multiplica por un escalar 4, el det(A) queda multiplicado por A

2. Si a una columna de A se le suma una combinacién lineal de otras columnas el det(A) no se altera

3. Si dos columnas de A se permutan, el det(A) cambia de signo

4. Las condiciones que hacen a un determinante nulo son: i) hay una fila (columna) de 0’s; ii) dos filas
(columnas) son iguales; iii) una fila (columna) es multiplo de otra o combinacién lineal de otras; iv) si la
matriz A es equivalente (por filas, columnas o filas y columnas) a una matriz que cumple cualquier de las

condiciones anteriores.

Nota: se verifica lo mismo para las filas de una matriz



1.4.2. Cofactores y Matriz Adjunta
1.4.2.1. Desarrollo en cofactores

* Orden 1: El determinante de una matriz 1 x 1, A; = a es el propio escalar |A| = a (el valor de su Unico
elemento).

* Orden 2: Regla de Sarrus: el determinante es la diferencia de los productos de las dos diagonales de la
matriz:

Y
= AUy — Ayay

A

an agn
|A|l = ayya,, — ag,a54 |A|

* Orden 3: Regla de Sarrus: copiar af y a5 como nuevas columnas aj y a< y calcular |A| como la suma de
los productos de las tres diagonales directas menos la suma del producto de las diagonales inversas:

|A] = @y1a52a33 + a15053a31 + 1305103, — A31A2,013 — A3505301; — A33021A4;

Nota: |la regla de Sarrus solo es valida para determinantes de orden 2y 3.

1
Subtract these three pri ducts. _ _/ / /

gy 4ap 4apz| a 4app

al‘rx.,,alz an Ay _ay

=~

azly,_,./--a;i‘z;—;-\_:a.z}i -,;;‘a;z‘r‘-- 9 / )/\ N\ \
a3 Ay Ay dyp dyy Ay, Gy, dys| Gy as,

l\(j(«l. 1€5¢ ’/ ree ,-)/r',_fl( A \ \ \




* Orden n: Desarrollo (en cofactores) de Laplace. Si A es una matriz de orden n = 2, |A| es la suma de los
n elementos de la fila i (o la columna j) multiplicados por sus correspondientes cofactores:

Desarrollo por fila i: |A| = ¥} a;jCij = ai1Ciy + ai2Ciz + -+ + ajnCin
.y — n =
Desarrollo por columna j: |[A| = Xi_; a;jCij = a4jCyj + azjCaj + -+ anjCpj

El cofactor C;; viene dado por C;; = (—1)iJ M;;, donde M;;(el menor del elemento q;;) es el determinante

de la submatriz de orden n — 1 obtenida al eliminar en A lafila i y la columna j, o sea el escalar M;; = |A,-j|.

Nota: Los menores y cofactores de una matriz difieren a lo sumo en su signo. El signo del cofactor es
positivo (negativo) en las posiciones pares (impares), o sea, donde i + j es par (impar), con signo positivo
en la diagonal principal. El cofactor es pues el menor con su signo.

Nota: La suma de los productos de los elementos de una fila (o columna) de A por los cofactores de los
respectivos elementos de otra fila (columna) es cero, es decir:

Filas: al-lel + aiijz bl o aiann =0(i #j) Columnas: ayiCyj + aziCyj + -+ + aniCy; = 0 (i #))

Minor of a, Minor of a,,
- on P, n for Cofactors
aj, a, a; a,, aj, a;, Sign Pattern for Cofactors
- a 3 ; a,, a -
—_ 12 13 — 1] 13 — —
Ay) Ay Ay |, M, = s 21—y oy M,, = - " 5 ) =
32 33 ) 31 33 — + — -+ —
@31 G iy [y G Wy
* * + — + = +
: — + — + =
Delete row 2 and column 1. Delete row 2 and column 2. + _ + _ +
(,‘r_‘fu'("fri/' of a,, Ci jactor of a , .
— 2+ — 2 n X n matrix
G, =(=1) 'M,, Gy, = (=1)** M,, s

= —M,, =M,




.4.2.2. Matriz Adjunta

Definicion: Sea 4,, = [a,- j] una matriz cuadrada. Se llama matriz adjunta (o de cofactores) de A a la matriz
adj(A) = A= [Cij] de tamafio n X n cuyos elementos son los adjuntos de a;;, Cjj.

C11 Cl2 Cln
adj) = ‘a=|% 2 7 G
Cnl an Cnn
Se verifica: [“ B 7 B
ay Ay ay | [Cyy Cyy o A
sA-At=A'. A= . 3 = [ s Cis & i
A-7A A*- A= |A| -1, A[udj(A)]t= - b 19, 5 2 n
il i2 in i i )
) IA' . |*At| - IAIn Cln C2n o Cjﬂ I C:m
[ a;l | a;ﬁ a;z nJ
Teorema. Si A,, es regular, es decir si |A| # 0, su inversa A™! es:
.t Cll C21 Cnl
A_I:i'Atz(i)*Atz(i)zi- Ciz Cpp - Gy
|A] |A] A1) 1ar = =
Cln C2n Cnn

Nota: Para calcular la inversa no es aconsejable acudir a la expresién anterior, pues conduce a un
procedimiento laborioso.



1.4.2.3. Rango de Menores

Definicion. Dada 4,,,,,, = [“U] y elegidas las p filas iy, i,, ..., i,, y las p columnas jy, j,, ..., j, de A (0 <p <
m,0 < p < n) se llama menor de orden p de A al determinante de la submatriz de A de tamafiop X p
que determinan las p filas y las p columnas elegidas.

) : my /M
Nota: Toda matriz A,,«, tiene (p) (p) menores de orden p.

Nota: Un menor es principal si los indices de fila y columna coinciden, o sea, si los elementos diagonales
del menor proceden de la diagonal de la matriz.

Teorema. Se dice que p es el rango de menores de A,,y, si A tiene algun menor de orden p que no es
nulo, M,, # 0y todos los menores de A de orden mayor que p son nulos M, = 0,¥k > p, o sea, el rango de
menores de A es el mayor de los menores no nulos de A. El rango de menores de A es igual al rango de la
matriz A: p = rang(A).

Box |.4.1. Rango de una matriz por menores

Para hallar el rango de A,,,,.,,:

Paso 1. Se toma un menor de orden p no nulo M,, y se le afiade una fila i y sucesivas columnas j. Si
todos los menores M, que asi se obtienen son nulos entonces se prescinde de lafila i, pues es
una combinacion lineal de las de M,,, y se repite el proceso con otra fila distinta.

Paso 2. Repetir el paso 1 hasta:
2.a) descubrir que todos los menores de orden p + 1 son nulos, en cuyo caso rang A = p.

2.b) encontrar un menor M, ., no nulo. En ese caso, repetir el paso 1, partiendo de M,,,; y

afiadiendo una fila i y sucesivas columnas j hasta encontrar el menor no nulo de mayor
tamarnio posible.



1.4.2.4. Sistemas de Cramer

Un sistema de ecuaciones Ax = b es un sistema de Cramer si su matriz de coeficientes 4, es cuadrada y
regular, esto es, si el sistema tiene tantas ecuaciones como incognitas (n ecuaciones en n variables) y su
determinante es no nulo |A| # 0.

Teorema. Todo sistema de Cramer es compatible determinado. La uUnica solucion del sistema es x; =
A;/A, donde A;= A;(b) es el determinante de la matriz que se obtiene sustituyendo en A su columna /-
ésima por la columna de términos independientes b.

Ci1 G - Gyl[h Cy1by + Czlbz + o+ Cyy by Aq

o a1y _ LGz Gz o Cpa||bz| _ 1| Cigby + Copby + -+ Copby | _ 1|4
X=A""b= - ;. my S | =x : =3 3

Can bn Cin bl + CanZ L Cnnbn Ay

siendo A;= Cy;by + Cyiby + -+ + Cuiby, (el desarrollo por cofactores de la columna i-ésima pero usando

como coeficientes el vector b).

Nota: La regla de Cramer proporciona una formula para resolver sistemas de Cramer y por tanto solo es
aplicable a sistemas con solucién Unica ya que es condicidon necesaria que |A| # 0. El teorema tiene mas
utilidad tedrica que practica y no es practico para matrices mayores de orden 3.

Nota: Si |A| = 0 el teorema no dice si el sistema es o0 no compatible.

Ay X, + AyX, + X3 = b, = |As] _lay, ap by _
) Al ay, ap dapg

a1 X, + aypx, + azx; =8




1.4.3. Determinantes de matrices elementales
El efecto que tienen las operaciones elementales sobre el determinante es:
1. Operacioén intercambio: Si A’ se obtiene de A intercambiando dos filas (o columnas) = |A| = —|A|

2. Operacion escalamiento: Si A’ se obtiene de A multiplicando una fila (columna) de A por una constante
k+0=|A|=k-|A|

3. Operacion reemplazo: Si A’ se obtiene de A sumando un multiplo de una fila (o columna) de A a otra =

|47 = 14|

Nota: Una operacion fila sobre A' equivale a una operacién columna sobre A4, y viceversa. Como |A| = |A|*
las operaciones columna tienen los mismos efectos en los determinantes que las operaciones fila.

—1 (intercambio)
Lema. Sea E(/) una matriz elemental. En tal caso, |E(1)| = { k (escalamiento)
1 (reemplazo)

Si se aplica la misma operacion elemental a A,,: |A'| = |E/(A)| = |ET(I,) - A| = |EY (1,)| - |A|
En general: |Ef (A)| = |EL (1) - E[_,(1p) . ES (1) - EL (1,) - A| = |[EL (1) - |EL_, (1) - |EL ()| - |EL (1)) - 14
|ES(4)]

AR AN PR

Al = [|EL U - |EL_ | - |EL )] - |EX |17 - |E (4)] = |
k-11"

Nota: Lo analogo se aplica a operaciones elementales columna (o filas y columnas).

Nota: Las condiciones que hacen a un determinante nulo son: i) hay una fila (columna) de 0’s; ii) dos filas
(columnas) son iguales; iii) una fila (columna) es multiplo de otra o combinacion lineal de otras; iv) si la
matriz A es equivalente (por filas, columnas o filas y columnas) a una matriz que cumple cualquiera de las
condiciones anteriores.



Teorema: Una matriz cuadrada A,, tiene |A| = 0 si es equivalente a una matriz que tenga al menos una fila
(o columna) de 0's. Asi, una matriz A,, es invertible (o regular) siy solo si |A| # 0 y en ese caso |A7}| =
|A|~1. Andlogamente, A es singular (o no invertible) si y solo si |A| = 0.

Teorema. |A- B| = |A| - |B|. O sea, el determinante del producto el producto de los determinantes. En
general se cumple: |A; - Ay ... A,| = |Aq| - |Az] ... |Ag|

|.4.4. Propiedades de los determinantes

Sean A,, y B,, dos matrices cuadrades del mismo tamafo. Se cumple:
* |A + B| # |A| + |B| (en general)
* |[kA| = k™ - |A]
- Al = |A

AyAz - Agl = [Aq] - |Ag] - | Al

AB| = |A'B| = |AB'| = |A'B| = |BA| = |BA!| = |B*A| = |B*A|

- A, es invertible (o regular) si y solo si |A]| # 0, y en ese caso |A~!| = |A|~. Andlogamente, A es
singular (o no invertible) si y solo si |A] = 0.

* Si A,, es una matriz triangular su determinante es el producto de los elementos de la diagonal
principal: |A| = ay1a;2 ... Gpn

+ Si M es una matriz triangular superior (inferior) por bloques, con bloques diagonales A,,4,, ..., A4,
entonces |M| = |Ay| - |Ay] ... |Ag]

» Si M es una matriz por bloques en general no se cumple la Regla de Sarrus.



1.4.5. Algoritmo de Gauss-Jordan

Box 1.4.2. Algoritmo de Calculo de Determinante por Gauss-Jordan

Sea A,, una matriz cuadrada n x n.

Paso 1. Si A tiene una fila (o columna) de ceros entonces |A| = 0. Si a,;; # 0, pasar al Paso 2. Si
a,, = 0 permutar las filas (o las columnas) 1 e i con lo que el determinante cambia de signo.

Paso 2. Efectuar operaciones elementales de reemplazo por fila (o por columnas) usando a;; como
pivote para hacer ceros en el resto de la columna (o fila). Esto es, parai = 2,3 ...n realizar la
operacion por filas —(a;;/a;1) - R, + R; = R'; (o la operaciéon por columnas —(a,;/a,,) - C; + C; = C';).
Con ello, no se altera el valor del determinante.

Paso 3. Repetirlos Pasos 1y 2 para a; coni = 2,3 ...n hasta obtener una forma escalonada por
filas M/ (o por columnas M¢) de 4, esto es, una matriz triangular superior (inferior). Si durante el
proceso se obtiene una fila (o columna) de ceros entonces |A| = 0. En caso contrario, |Mf| (o |M€|)
viene dado por el producto de los elementos de su diagonal principal.

Nota: Si se desea, en lugar de la forma escalonada por filas M/ (columnas M¢), es posible llevar la
matriz A a su matriz canénica de equivalencia por filas €/ (columnas C¢).

Nota: El algoritmo es valido si se aplican operaciones fila y columna en el proceso.

Nota: Aunque la forma escalonada por filas M/ (o columnas M€) no es Unica y los valores de los
pivotes no son unicos, el producto de pivotes si lo es.

Nota: La reduccion es mas efectiva que el desarrollo en cofactores (el numero de operaciones con el
desarrollo en cofactores en una matriz de tamafo n crece como n!)



Alternativamente puede emplearse la siguiente modificacién del algoritmo de Gauss-Jordan:

Box 1.4.3. Algoritmo de Calculo de Determinante por Reduccién de Orden

Sea A,, una matriz cuadrada n x n.

Paso 1°. Elegir un elemento q@;; # 0 cualquiera (preferiblemente en una fila o columna con muchos
ceros).

Paso 2'. Realizar operaciones elementales por filas (columnas) usando @;; como pivote para hacer
ceros en el resto de posiciones de la columna (o fila) que contiene a a;;. En cada operacion, el
determinante A,, cambia de la siguiente forma:

i) [i )] - A;:: -4,

i)y[k-i—=i]->A,=k-A,

ii)[k-j+i—=i]-4,=4,

Paso 3'. Desarrollar el determinante por la columna (o la fila) que contiene a q;;. El determinante se
puede escribir como A, = a;; - A,_, donde A,_,= (;; es el cofactor de orden n — 1 que resulta de
suprimir la fila i y la columna j.

Paso 4’. Con A,,_, se repiten los pasos anteriores hasta que se llegue a un determinante de orden 2
o 3 que se calcula trivialmente. Si durante el proceso se obtiene una fila (o columna) de ceros
entonces A, = 0.

{ 3 14515 ALl tinlicats ‘ A AA5t5 g stltinlirratin
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5 119 205 30 45

10 3,628,799 6,235,300 285 339




